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Teil |
Ubungsaufgaben

1. Komplexe Zahlen

> Frage 1.1

Berechnen Sie i" firn =2,3,4,...,9!

> Frage 1.2

Stellen Sie die folgenden Ausdriicke in der Form a + bi dar:

a) —% +1
b) (¥ - i'4)
) 2 - 113
2
d) (i+1)
> Frage 1.3
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:
a) 6i-2i
b) V2i-(1- V2i)
Q) 1vV2-(1-9)-1v2-(1-1)
d) B+4i)(2-1)
> Frage 1.4

Stellen Sie die folgenden Summen bzw. Differenzen in der Zahlenebene durch eine Vektorkette
dar (Die Subtraktion von z entspricht die Addition von —z):

a) 2430+ (1+20)
b) 1 +2)+@2+i)+(1-1)
> Frage 1.5
Gegeben sind z; = a1 + byi und z; = a; + byi. Berechnen Sie:
a) die Summe z; + 2o
b) die Differenz z; — z;
¢) das Produkt z; - 25

d) den Quotienten
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> Frage 1.6
Berechnen Sie fiir die Zahlen z; = =3 + 4i und z, = 1,2 + 0, 9i folgende Betrége:
a) |zl
b) |z
C) lz1 + 22|
d) |z1 - 2o
> Frage 1.7
In der Gleichung 72 +2i -z + b = 0 soll b eine von Null verschiedene reelle Zahl sein. Welche
Bedingung muf3 b erfiillen, um rein imagindre Losungen fiir z zu erhalten? Wie lauten die
Losungen?
> Frage 1.8
Geben Sie die Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen an:
a) >’ +(3-20)x+3-3i=0
b) 16x*+8(i+1)x+2i+9=0
> Frage 1.9
Beweisen Sie fiir z = x + yi bzw. z; = x1 + y1i und z = x2 + y2i sowie a > 0:
a) |az| = alz|
b) |z| = |-zl
) |z1- 22| = |z1] - |22
d) lz1 : 20| = |zl : |22
> Frage 1.10
Die folgenden Zahlen x + yi sollen Quadrate von komplexen Grundzahlen a + bi sein:
a) 2i
b) 3 -4i
) —3+4i
d) —20 + 20i

Bestimmen Sie jeweils 2 und b und entscheiden Sie, ob die Lésung eindeutig ist!!

> Frage 1.11

Berechnen Sie fiir die folgenden Vektorpaare z1, z den Winkel y, um den man z; im positiven
Sinne drehen mufs, damit seine Richtung mit der von z; {ibereinstimmt:

a) z1=Lzp=1+1

b) z1 =3+4i;z0 = -4+ 3i
> Frage 1.12
Berechnen Sie

a) Vi

b) V27

Lésungsweg: Der Ansatz (a + bi)* = x + yi kann so umgeformt werden, daf} die linke Seite der Gleichung die
Form a’ + I’i annimmt; die auf diese Weise entstehende Gleichung ist dquivalent zu zwei Gleichungen mit reellen
Zahlen.
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o) Vi
d) v-2
> Frage 1.13

Berechnen Sie alle Werte von:

a) V=5+ 12i
b) Vcos 60° + 7 sin 60°
o) V8—-6i

> Frage 1.14

Leiten Sie aus der Formel von Moivre (fiir n = 3) folgende Zusammenhénge ab:

a) sin®a = l(l—

b) sina = 1(3_ M)

sina

cos 3a
cosa

'S

'S

cos 3a _ sin3a
C) cos a +2= sina




Teil Il
Losungsvorschlage zu den Fragen

> Frage 1.1
Berechnen Sie i" firn =2,3,4,...,9!

> Antwort 1.1

R

> Frage 1.2

Stellen Sie die folgenden Ausdriicke in der Form a + bi dar:
a) —% +1
b) (¥ -i'4)

Q) iz—l.%,

d) (i+1)

> Antwort 1.2

a)
—%+1:1+i
b)
9 1.\ . 2 .
(1 —14) =(-i+1)y =2i
<)
1
2
z—i—3——1—z
d)




Mathematik — Ubungsaufgaben Komplexe Zahlen

> Frage 1.3
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdrticke:
a) 6i-2i
b) V2i-(1- V2i)
Q FV2-(1-i)-1V2-(1-1)
d) 3+4i)(2-1)

> Antwort 1.3

a)
6i-2i =12
b)
V2i- (1= V2i) = V2i - 2% = 2+ V2i
c)
1 1 N P D
E‘/ﬁ-(l—z)-i\/i-(l—z)—z(l i) —2(1 2i—1) = —i
d)
(3+4i)(2—1)=6—3i+8 —4i*> =10 + 5i
> Frage 1.4

Stellen Sie die folgenden Summen bzw. Differenzen in der Zahlenebene durch eine Vektorkette
dar (Die Subtraktion von z entspricht die Addition von —z):

a) (2+30)+(1+2i)
b) 1+2)+Q2+i)+(1-1i)

> Antwort 1.4

(2 + 3i) + (1 + 2i) | (1T+2)+Q2+1)+(1-1)
4+ 41
31 37
2+ 2 1
1+ 1t
0 f f f f 0 f f f f
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
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> Frage 1.5

Gegeben sind z; = a1 + byi und z; = a; + byi. Berechnen Sie:
a) die Summe z1 + z
b) die Differenz z; — z;
¢) das Produkt z; - z»

d) den Quotienten

> Antwort 1.5

a)
z1+2p = (a1 + bii) + (ap + byi)
= (a1 +a)+(by+by)i
b)
z1 -2z = (a1 +bii) — (a2 + b2i)
= (m—a)+(by—by)i
<)
z1°z2 = (a1 + i) (a2 + b2i)
= @ay + a1byi + agbyi + bybyi?
= (maz2 — b1b2) + (a1by + azby) i
d)
21 _ mtbi
) ar + boi
_ (a1 + bai) (a2 — boi)
(a2 + bai) (a2 — b2i)
_ may + biby + (biay —arby) i
a3 + b3
_ may+biby  asby —arby .
a3 + b3 a5 + b3
> Frage 1.6
Berechnen Sie fiir die Zahlen z; = =3 + 4i und z; = 1,2 + 0, 9i folgende Betrége:
a) |zl
b) |z]
€) |z1 + 2o
d) |z1 -z

> Antwort 1.6
a)

1] = /(=3)% + 42 = V25 = 5
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b)

lzal = V1,224 0,92 = 4/2,25=1,5
c)

Iz +20] = |-3+4i+1,2+0,9 =|-1,8+4,9i|

= \J(=1,8)%+4,92 = \/27,25 ~ 5,22
d)
5 1
Iz1 - 22| = 7[(=7,2)% + 2,12 = /56,25 = 75
> Frage 1.7

In der Gleichung z2 + 2i - z + b = 0 soll b eine von Null verschiedene reelle Zahl sein. Welche
Bedingung muf3 b erfiillen, um rein imagindre Losungen fiir z zu erhalten? Wie lauten die
Losungen?

> Antwort 1.7

2 +2iz+b = 0
2i (2i)?
= S a4y
212 2\ 2
Z1p = —i+ V=-1-b

= rein imaginére Losungen erhédlt man fiirb € R A b € [-1, co].

> Frage 1.8

Geben Sie die Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen an:
a) >+ (3-2)x+3-3i=0
b) 16x* +8(i+1)x+2i+9=0

> Antwort 1.8
a)
X +(B-2)x+3-3i =

0
3-2i (3 - 2i)? .
X12 = — 5 =+ - (3 - 31)

4
9-4i-4
= —g+ii\/Tl—3+3i
_ _§+i+\/5—4i—12+12i
27" 4
[7
= —§+14_r Z+2i
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b)
16x> +83(+1)x+2i+9 = 0
x2+(1i+1)x+1i+2 = 0
22 8 16
, 2
N _ _%i+%+¢(%l+%) _(11'4_2
12 = 2 4 8 " 16
1,1; 1
_ ) 1tzt—z7 1. 9
= z+1i\/ 1 81 T
1 9
= —it+1%4[2i—=i-—
1+ 1 81 16
15 9
= 1-ix|—i—-—
V8 16
= X ——1—1 X ——1+1i
1=y 277472
> Frage 1.9
Beweisen Sie fiir z = x + yi bzw. z; = x1 + y1i und z = x2 + y2i sowiea > 0:
a) |az| = alz|
b) |z| = |-z

Q) |z1 - 22| = |z1] - |22

d) Iz1 : zo| = |z1] ¢ |22]

> Antwort 1.9
a)

|az|

|ax + ayi|
(ax)* + (ay)2
(ax)2 + (ay)‘2

(ax)? + (ay)
0

b)

2|

|x + yi|

NSRS
A2+ 2

0

alz|
a|x + yi|

ax% + y2
a? (x2 + yz)
(ax)* + (uy)2
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c)
z1-2z2| = |zl |z2]
|(X1 + y1l) (XZ + ]/21)| = |X1 + y1i||xz + ]/ZZI
|x1x2 + X121 + X2Y11 — y1y2| = |x1 + yli”xz + y2i|
\/(xlxz —yp) + (e +0p)’ = \/x% + i \/xé +v3
(2 — i) + (e + o)’ = (2 +12)(2+12)
3 = 2xxayys + YiYh + 0y5 + 2aayiya + ys = (B +13) (3 + 1)
20 2V (20 2) = (2 w1 2) (2 4 2
(xl + 3/1) (xz + yz) = (x1 + yl) (x2 + 3/2)
0 =0
d)
al o kl
22 |22
X1+ y1i B |x1 + y1i|
X + yZZ |XZ + y21|
X1X2 +Yiy2 X1 —X1y2 .| |x1 + y1i|
NtV Bt 2 + 12
2 2 2, 2
(xlxz+y1yz) +[xzy1 —xlyz] _oNath
22 + 12 Y2 + 12 - > >
2T Y; 2Ty 32 +12
2 2
X1X2 + Y142 XaY1 — X142 X+
2., 2 + 2, 2 - 2.2
Kty LY “tY
(122 + y1yz)2 (211 — 3613/2)2 2, .2
2.2 T 2. .2 = 4ty
Kty Kty
X3X5 + 2X1 00112 + YTV + X5Y5 — 2X10Y1Y2 + X7, S
xz + 2 = xl + yl
2T Y;
NN+ YV F YT+ XY, = X T VIV, + 00+ XY,
0 =0
> Frage 1.10
Die folgenden Zahlen x + yi sollen Quadrate von komplexen Grundzahlen a + bi sein:
a) 2i
b) 3 — 4i
) —3+4i
d) —20 + 20i

Bestimmen Sie jeweils 2 und b und entscheiden Sie, ob die Lésung eindeutig ist!!

> Antwort 1.10

Lésungsweg: Der Ansatz (a + bi)* = x + yi kann so umgeformt werden, daf} die linke Seite der Gleichung die
Form a’ + I’i annimmt; die auf diese Weise entstehende Gleichung ist dquivalent zu zwei Gleichungen mit reellen
Zahlen.

—-10 -
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a) >a=1Ab=1Va=-1Ab=-1
b) =a=-2Ab=1va=2Ab=-1
c) >a=1Ab=2Va=-1Ab=-2

d) a= /%/\bz V1I0(1+ V2)va=- /ﬁm:—,ho(u V2)

Ansatz: x + yi = (a + bi)? = a®* — V* + 2abi

Beispiel fiir a): ’ !

2i = (a+bi)?
= x=0y=2i

a?-¥ =0

=a = b
2ab = 2

=a = 1
= a=1Ab=1va=-1Ab=-1

> Frage 1.11

Berechnen Sie fiir die folgenden Vektorpaare z1, z; den Winkel y, um den man z; im positiven
Sinne drehen mufs, damit seine Richtung mit der von z; tibereinstimmt:

a) z1=Lzp=1+1i
b) z1 =3+4i;2z0 = -4+ 3i

> Antwort 1.11

a)
0-1+1-1 = V02+12V12+12-cos<(z1,22)
1 = V2cos< (z1,22)
1
<(z1,20) = arccos(—) = —45°
V2
= < (21,22) = 315°
b)
3-(—4)+4-3 = V32+42,/(-4)* + 32 cos «(z1,22)
0 = 25cos<(z1,22)
<(z1,20) = arccos0
= <(z1,22) = 90°
> Frage 1.12
Berechnen Sie
a) Vi
b) V27
C) Vi
d) v-2

-11 -
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> Antwort 1.12

Allgemein:

Zn =

20
Z1
V4]
Z3

b)

20

21

2

20

Z1

¥4

Z3
d)

z
20
4
%)
Z3
Z4

> Frage 1.13

|a|n

||

i a+2kn

. e n

[ (a+2kn) . (a+2kn)]
Cos +isin
n n

V1
1 . el(%) = ei-O = 1
1 . el(%Tn) = glg = 1
-1
—i
27
3
(3

-5 +i(3V9)

3 /3
—-i(3Y3)
Vi iF = 1in =40 =90"= 2
3T = 0,92 +0,38i
el37 = —0,92 — 0, 38i
el3™ = —0,38 + 0,92
¢S = 0,38 — 0,92

V=2 |-25 = ¥2;n =5;a =180° = =
\S/Ee’%"
\S/Ee’%"
V3ei™
\5/561%”
\S/geig”

Berechnen Sie alle Werte von:

a) V=5 + 12

b) Vcos 60° + i sin 60°

o) V8—-6i

> Antwort 1.13

—12—



Mathematik — Ubungsaufgaben Komplexe Zahlen

a)
Vo5 +12i = o= /(=52 +122=13;n=2
12
tana = ®R-5 = a=112,6° = 0,637
0 = V13
2 = V13 W
b)
Vcos60° +isin60° = a =60%a =1;n =4
zp = en™
71 — e%m’
2 — e%m’
Z3 — e%ni
<)
V8—6i = |a|=10;n = 5;a = 323,13°
20 = \S/E 164,6°
2 = V10 £1366°
= V10 £208,6°
73 = V10 £280.6°
2 = V1063926
> Frage 1.14

Leiten Sie aus der Formel von Moivre (fiir n = 3) folgende Zusammenhénge ab:

201 _ cos3a
a) sin“a = (1 Cosa)

2 01 _ sin3a
b) sin a—4(3 Sina)

N

cos 3a _ sin3a
C) cos o +2= sina

> Antwort 1.14
a)

cos(3x) +isin(3x) = (cosx+isinx)®

= cos®x +3cos?x-isinx +3cosx(isinx)? + (isinx)’

= cos®x +i3cos® xsinx — 3cosxsin®x —isin’ x
= cos(3x) = cos®x—3cosxsin®x |: cos x
cos (3x) .
= cos’x—3sin’x
COS X
= 1-sin®x-3sin’x
= 1-4sin’x
. cos (3x
4sin’x = 1- L
CcOS X
. 1 cos (3x
sinfx = -|1- (3%)
4 COS X

—-13 -
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b)

cos (3x) + isin (3x)

= sin (3x)
sin (3x)
sinx

4sin” x
sin“ x

<)

1 (1 _cos 3oz)
4 Ccos &
cos 3a

cos
cos 3a

cos o
cos 3a
+2

cosa

Liste der Versionen

= (cosx +isinx)’

= cos®x+3cos?x-isinx +3cosx(isinx)? + (isinx)’

= cos’x +i3cos’xsinx —3cosxsin®x —isin® x
= 3cos®xsinx —sin®x |: sinx

2

= 3cos’x —sin®x | cos® =1 —sin?

= 3-3sin’x —sin®x

= 3-—4sin’x
_ 5. sirT (Bx)
sinx
1 ( sin (3x))
= Z(3-=
4 sin x
1 sin 3«
10-5na)
4 sina
5 si?l 3o
sin o
5_ si‘n 3a
sin
sin 3a
sina

Version Datum Bearbeiter Bemerkung

1.0 13.04.2007 Kr&
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