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1 Einfahrung

Aussagenlogik herausgearbeitet.

Die Aussagenlogik ist sicherlich ein grundlegen-
des mathematisches GerUst flr weitere mathe-
matische Uberlegungen und damit wohl eine der
wichtigen Voraussetzungen, um ein mathemati-
sches Verstandnis aufzubauen und mathemati-
sche Zusammenhange kurz und pragnant zu de-
finieren und beschreiben. In dieser Zusammen-
stellung werden die einzelnen logischen Verkniip-
fungstypen vorgestellt, Begriffe fir die Aussagen-
logik definiert und Regeln fiir die Arbeit mit der
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Definition 1.1 [Aussage]

Eine Aussage ist ein Satz, bei dem entschieden
werden kann, ob dieser wahr oder falsch ist. Als
Ergebniswert, der sogenannte Wahrheitswert, ist
nur der Wert wahr oder falsch moglich. )

Fiir den Wahrheitswert werden hédufig die Ab-
kiirzungen w fiir wahr sowie f fiir falsch ver-
wendet, im folgenden werden wir diese Abkiir-
zungen fiir die Wahrheitswerte verwenden. Ei-
nige andere gebrdauchliche Abkiirzungen fiir die
Wahrheitswerte wahr und falsch sind 1/0 oder
an/aus.

Die Aussage 1 ist gerade ist eine Aussage, die
falsch ist und somit den Wahrheitswert f be-
sitzt, die Aussage 2 ist gerade entsprechend ei-
ne wahre Aussage. Siatze wie »Wie spiit ist es?«
oder »Ist das Wetter schon?« sind keine Aussagen,
sondern Fragen und ihnen kann dementspre-
chend kein Wahrheitswert zugeordnet werden.
Den Wahrheitswert der Aussage »Das Wetter ist
schin« kann man einfach feststellen, indem man
aus dem Fenster schaut (dabei muss man sich
jedoch auf ein Bezugssystem einigen, da das
Wetter an einem Ort schon sein kann, an einem
anderen jedoch nicht).

Diese Aussagen haben jedoch einen Nachteil, sie
konnen nicht allgemein verwendet werden, da
die Aussage auf ein bestimmtes Objekt spezi-
tiziert ist. Will man eine Aussage fiir mehrere
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Objekte definieren, wobei dann fiir jedes Objekt
entschieden werden muss, ob die Aussage wahr
oder falsch ist, verwendet man Variablen und
man nennt eine Aussage mit Variablen Aussage-
form.

Definition 1.2 [Aussageform]

Eine Aussage mit Variablen nennt man Aussage-
form. )

Um auf das Beispiel oben zurtickzukommen mit
den geraden Zahlen kann man nun sagen: x
ist gerade und hat damit eine Aussageform, da
der Wahrheitswert der Aussage nur entschieden
werden kann, wenn man fiir x eine Zahl einsetzt,
z.B. eine Zahl aus der Menge der natiirlichen
Zahlen.

In den Aussageformen werden diese Variablen
hédufig mit p und q bezeichnet, so dass sie im
weiteren ebenfalls verwendet werden.

Einfache Aussagen konnen durch logische Ver-
kniipfungen zusammengefasst werden, wo-
durch neue Aussagen entstehen. Als Hilfsmittel
zur Bestimmung der Wahrheitswerte der zusam-
mengesetzten Aussage werden Wahrheitstafeln
eingesetzt, bei denen die Wahrheitswerte der Teil-
aussagen und der zusammengesetzten Aussage
tabellarisch aufgefiihrt werden. Im folgenden
werden die einzelnen logischen Verkniipfungen
mit ihren Wahrheitstafeln vorgestellt.

2 logische Verknupfungen

2.1 Konjunktion (Und-Verkntipfung)

Schon im Sprachgebrauch wird die Und-
Verkniipfung so verwendet, wie wir es nun ma-
thematisch definieren. Die zusammengesetzte
Aussage »x ist gerade und durch 3 teilbar.« wer-
den wir nur als richtig ansehen, wenn die Zahl x
sowohl gerade ist wie auch durch 3 teilbar, z.B.
fir x = 6 wiirde diese Aussage zutreffen. Wiir-
de eine der beiden Teilaussagen nicht stimmen
(z. B. weil die Zahl nicht durch 3 teilbar ist), so

ist die Gesamtaussage falsch, z. B. ist fiir x=4
zwar die erste Teilaussage richtig (x ist gerade),
jedoch nicht durch 3 teilbar. Hieraus ergibt sich
ebenfalls fiir die Mathematik die folgende

Definition 2.1 [Konjunktion]

Eine Konjunktion ist die Aussage »p und g« (pAq),
die genau dann wahr ist, wenn p und g gleichzei-
tig wahr sind. <«

Als Zeichen der Konjunktion wird das Symbol A
verwendet. Die Wahrheitstafel der Konjunktion
ist in Tabelle 1 wiedergegeben.

Pla|PArg
f|f f
w | f f
f|w f
W | W %%
Tabelle 1: Wahrheitstafel Konjunktion
Beispiel 2.1:

Nehmen wir wieder die Verkniipfung von oben, »x
ist gerade und durch 3 teilbar«. Daraus ergibt sich fiir
verschiedene Werte von x die folgende Wahrheitsta-
fel:

Teilaussagen Gesamtaussage

Zahl x x ist x ist x ist gerade und

gera- | durch3 durch 3 teilbar

de teilbar

2 \% f f
3 f w f
4 w f f
5 f f f
6 w w w
9 f w f
12 w w w
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2.2 Disjunktion (Oder-Verknipfung)

Bei der Oder-Verkniipfung oder Disjunktion ist
der Sprachgebrauch nicht ganz eindeutig. Man-
che assoziieren ein »oder« im Sprachgebrauch
damit, dass nur einer der beiden Werte richtig
sein darf um eine wahre Aussage zu erhalten.
Andere sehen es so, dass mindestens einer der
Werte wahr sein muss, um ein wahres Ergebnis
zu erhalten. Daslogische ODER oder Disjunktion
verhilt sich so wie im zweiten Fall: mindestens
einer der Werte muss wahr sein um ein wahres
Gesamtergebnis zu erhalten. Die andere Form,
dass nur einer der beiden Werte wahr sein darf
um ein wahres Gesamtergebnis zu erhalten ler-
nen wir spdter kennen, das exklusiv Oder oder
auch Kontravalenz genannt. Fassen wir einmal
zusammen in der:

Definition 2.2

Eine Disjunktion ist die Aussage »p oder g« (pV q),
die genau dann wahr ist, wenn wenigstens einer
der beiden Aussagen p oder g wahr ist. <«

Als Zeichen der Disjunktion wird das Symbol v
verwendet. Die Wahrheitstafel der Disjunktion
ist in Tabelle 2 wiedergegeben.

pPVdq

Pl q \
f|f f
w | f w
f|w w
w | w w

Tabelle 2: Wahrheitstafel Disjunktion

Beispiel 2.2:

Nehmen wir wieder die Verkniipfung aus der Kon-
junktion, nun nur als Disjunktion: »x ist gerade oder
durch 3 teilbar«. Daraus ergibt sich fiir verschiedene
Werte von x die folgende Wahrheitstafel:

Teilaussagen Gesamtaussage
Zahl x x ist x ist x ist gerade oder
gera- | durch3 durch 3 teilbar
de teilbar
2 w f w
3 f w w
4 w f w
5 f f f
6 w w w
7 f f f
9 f w w
12 w w w

2.3 Negation (Nicht-Verkniipfung)

Die Negation oder Nicht-Verkniipfung ist die ein-
zige Verkniipfung, sie sich nur auf eine Aussage
bezieht. D. h. bei den vorherigen Verkniipfungen
Konjunktion und Disjunktion haben wir immer
zwei Aussagen, die miteinander verkniipft wur-
den. Bei der Negation wird nur eine Aussage
verwendet, die die Wahrheitswert der Aussage
umkehrt, so dass aus einer wahren Aussage ein
talscher Wahrheitswert und aus einer falschen
Aussage ein wahrer Wahrheitswert als Ergebnis
herauskommt.

Definition 2.3 [Negation]

Eine Negation ist die Aussage »NICHT p« (—p),
die genau dann wahr ist, wenn p selber falsch ist.
<

Als Zeichen der Negation wird hdufig - ver-
wendet. Die Wahrheitstafel der Negation ist in
Tabelle 3 wiedergegeben.

P
f w
w f

Tabelle 3: Wahrheitstafel Negation
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2.4 Implikation

(Wenn-Dann-Verknipfung)

Dieser Verkniipfungstyp ist manchmal nicht
ganz so einfach zu verstehen und auch nicht
mit dem Wahrheitsgehalt von Sprachformulie-
rungen in unserem alltdglichen Leben vereinbar.
Bei diesem Verkniipfungstyp wird aus der ersten
Teilaussage auf die zweite geschlossen. Dabei ist
die Implikation nur dann falsch, wenn aus ei-
ner wahren Voraussetzung die Folgerung nicht
erfiillt wird.

Definition 2.4 [Implikation]

Eine Implikation ist die Aussage »WENN p, dann
g« (p = gq), die aus der Voraussetzung p und
der Folgerung q besteht und nur dann einen
Wahrheitswert falsch hat, wenn aus einer wahren
Voraussetzung die Folgerung nicht erfiillt wird
(der Wahrheitswert ist falsch). <

tiir eine Implikation wird das Symbol = verwen-
det. Die Wahrheitstafel der Implikation ist in Ta-
belle 4 wiedergegeben.

q
f

f

w

w

g2 ~35|1

p
f

w
f

w

Tabelle 4: Wahrheitstafel Implikation

Die Implikation kann aus der Disjunktion und
Negation zusammengesetzt werden:
qV (=p)

entspricht von der Wahrheitstafel

P=49

2.5 Aquivalenz

Unter der Aquivalenz versteht man die Verkniip-
fung die eine Abbildung darstellt, wenn beide
Teilaussagen den selben Wahrheitswert besitzen,
ein Wahrheitswert wahr zu besitzen. Formulieren
kann man dies tiber: p gilt genau dann, wenn q.

Definition 2.5 [Aquivalenz]

Unter einer Aquivalenz versteht man die Verkniip-
tung p gilt genau dann, wenn q (p < q), die bei glei-
chen Wahrheitswerten der beiden Teilaussagen
p und q einen Wahrheitswert wahr zurtickliefert.

<

Als Symbol fiir die Aquivalenz wird & verwendet.
Die Wahrheitstafel der Aquivalenz ist in Tabelle 5
wiedergegeben.

P|l9|P<qd
f|f w
w | f f
f|lw f
w | w w

Tabelle 5: Wahrheitstafel Aquivalenz

Die Aquivalenz kann aus der Implikation und
Konjunktion zusammengesetzt werden:

p=91r@G@=p)

entspricht von der Wahrheitstafel

Peq

2.6 Weitere Verkniipfungen

Die nachfolgenden Verkniipfungen werden zwar
in der Mathematik selten verwendet, dafiir aber
z.T. im Schaltungsentwurf oder in der Informa-
tik.
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2.6.1 Kontravalenz (Exklusives Oder)

Die Kontravalenz bezeichnet eine Verkniipfung,
die nur dann wahr ist, wenn nur einer der beiden
Teilaussagen wahr ist. Wir erinnern uns, bei der
Disjunktion muss mindestens einer der beiden
Teilaussagen wahr sein, um eine wahre Aussage
zu erhalten. Bei der Kontravalenz darf nur eine der
beiden Teilaussagen wahr sein, um eine wahre
Aussage zu erhalten.

Definition 2.6 [Kontravalenz]

Unter der Kontravalenz versteht man die Ver-
kntipfung »entweder p oder g« (p XOR g), die nur
dann wahr ist, wenn p und g nicht den selben
Wahrheitswert haben. <

Fiir die Kontravalenz wird haufig XOR verwendet
(von exclusive or). Die Wahrheitstafel der Kontra-
valenz ist in Tabelle 6 wiedergegeben.

P|9q]| PXORq
f|f f
w | f w
f|w w
w | w f

Tabelle 6: Wahrheitstafel Kontravalenz

Die Kontravalenz ist eine negierte Aquivalenz:
—(p = q)
entspricht von der Wahrheitstafel

p XOR g

2.6.2 Sheffer- und Peirce-Operator

Die Verkniipfungen einer negierten Konjunktion
wird auch Sheffer-Operator, die einer negierten
Disjunktion auch Peirce-Operator genannt.

Definition 2.7 [Sheffer- und Peirce-Operator]

Die logische Verkniipfung aus einer negierten
Konjunktion wird auch Sheffer-Operator oder
NAND bezeichnet (p|g). Eine negierte Disjunkti-
on wird als Peirce-Operator oder NOR bezeichnet

rlog. <

Fiir den Sheffer-Operator wird durch das Symbol
| gekennzeichnet, der Peirce-Operator durch das
Symbol |. Die Wahrheitstafel des Sheffer- und
Peirce-Operators ist in Tabelle 7 wiedergegeben.

Pla|Paj|prla
f|f w w
w | f w f
f|wil w f
w | w f f

Tabelle 7: Wahrheitstafel Sheffer- und Peirce-
Operator

2.7 Bindungsstarken

Um mit den logischen Operatoren arbeiten zu
konnen, miissen noch ihre Bindungsstarken fest-
gelegt werden, um die Reihenfolge der Auswer-
tungen der Teilaussagen festlegen zu konnen.

Definition 2.8 [Bindungsstérken]

Die Bindungsstdrke der oben eingefiihrten logi-
schen Operatoren lautet in absteigender Reihen-
folge:

LU ALY, D, e <

2.8 Tautologie

Eine logische Aussageverkniipfung, die auf-
grund ihrer Struktur immer den Wahrheitswert
wahr besitzen, unabhédngig davon, welchen Wahr-
heitswert die einzelnen Teilaussagen enthalten,
wird Tautologie genannt.
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Definition 2.9 [Tautologie und Widerspruch]

Satz 3.2 [Kommutativgesetz]

Ein logischer Ausdruck wird Tautologie genannt,
wenn sich fiir alle Kombinationen der Argumen-
te der Wahrheitswert wahr ergibt. Wird immer
der Wahrheitswert falsch erhalten, so spricht man
von einem Widerspruch. <«

Tautologien haben wir schon weiter oben ver-
wendet, ohne uns diesem bewusst zu ein, und
zwar bei der Feststellung, dass einige logische
Operatoren durch eine andere Aussageverkniip-
fung gebildet werden kénnen (siehe u. a. Impli-
kation, Aquivalenz. . .).

Bekanntestes Beispiel fiir eine Tautologie ist die
doppelte Verneinung.

Beispiel 2.3:

Die Aussage —(—p) © p ist eine Tautologie. Dies
kann man tiber die Wahrheitstafel beweisen, indem
man die einzelnen Wahrheitswerte einsetzt und die
Gleichheit der Wahrheitswerte links und rechts vom
Aquivalenzzeichen tberpriift.

—p | =(=p)
f w f
w f w

3 Regeln bei logischen Verkniip-
fungen

Im folgenden wollen wir noch einige Regeln fiir
die Arbeit mit logischen Verkniipfungen definie-
ren. Beginnen wir mit der

Definition 3.1 [Gleichheit von logischen Aus-
driicken]

Zwei logische Ausdriicke p und g sind genau
dann gleich (p = q), wenn sie die gleichen Wahr-
heitstafeln besitzen. <«

Des weiteren gelten die folgenden Gesetze fiir
beliebige logische Ausdriicke p, 4 und r.

pAqg = gAp
pvqg = gVvp
<
Satz 3.3 [Assoziativgeseiz]
pAQAr = pA(@GAT)
(pvgvr = pv(@Vr) )
Satz 3.4 [Distributivgesetz]
pA@@Vr) = (PAQV(pAT)
pV@@Ar) = (pveAlpVr) )
Satz 3.5 [de Morgan’sche Regeln]
“(pAg) = —pV—q
—(pveg) = -pAg
<

Der Beweis fiir diese Gesetze und Regeln kann
tiber die Wahrheitstafeln gefiihrt werden.

Des weiteren gelten noch die Regeln

Satz 3.6

Fiir die beliebige Aussage p gelten die folgenden
Regeln:

» ﬂ(ﬂp):p

> fAp=fiwAp=p

» fVp=pwVp=w

> pA-p=f

> pVop=w <

Wie wir oben bereits gesehen haben, kann man
einige logische Verkniipfungen durch andere
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Verkniipfungen ersetzen bzw. abbilden. Hierzu
gilt der folgende

Satz 3.7

Jeder logische Ausdruck kann durch einen Aus-
druck ersetzt werden, der nur die Operatoren —,
A und V enthilt. <

Man kann sogar noch weiter gehen und alle
logischen Verkntipfungen nur durch den Sheffer-
Operator ersetzten, gleiches gilt fiir den Peirce-
Operator.

Satz 3.8

Jeder logische Ausdruck kann durch einen Aus-
druck ersetzt werden, der nur den Sheffer-
Operator | enthalt. Gleiches gilt fiir den Peirce-
Operator |. <«

Die beiden vorangegangen Sitze gelten auf-
grund der folgenden Tautologien:

pxorg = (pA-q)V(-pAg)

p=4q = —pPVq

peq = (tpVvaAlpV-q)
pla = —(pAg

plg = =(pvag

sowie
-p = plp = plp
pVvg = @plyly) = @laplplg)
pAg = @EPipls) = @lpl@lg
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